
CAPITOLUL 3

INTEGRALA LEBESGUE

1. Integrarea func�tiilor simple

Fie (X, A, µ) � un spa�tiu cu m�asur�a �nit�a, f : X → R � o func�tie simpl�a, adic�a

f(x) =
n∑

j=1

cj 1Aj
(x), (60)

unde

Aj = {x ∈ X | f(x) = cj}, Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j, Aj ∈ A, j = 1, n,

n⊔
j=1

Aj = X. (61)

De�ni�tie 3.1.1. Vom numi integral�a Lebesgue de la func�tia simpl�a f pe spa�tiul X

(nota�tie
∫
X

f(x)dµ(x) sau
∫
X

fdµ) suma

∫

X

fdµ =
n∑

j=1

cjµ(Aj). (62)

Observa�tie 3.1.1. Fie A ⊂ X � mul�time m�asurabil�a, f � func�tie simpl�a m�asurabil�a.
Atunci f(x) · I4(x) � func�tie simpl�a, m�asurabil�a. Prin de�ni�tie

∫

A

f(x)dµ(x) =

∫

A

fdµ
def
=

∫

A

f · IAdµ. (63)

Exemplul 3.1.1. a) Fie A ⊂ X, A ∈ A �si IA(x) � func�tia caracteristic�a a mul�timii A.
Atunci ∫

X

IA(x)dµ(x) = µ(A).

b) Fie X = [a, b], A � σ-algebra mul�timilor m�asurabile ��n sens Lebesgue, µ = m este
m�asura Lebesgue, D

∣∣
[0,1]

(x) � restric�tia func�tiei Dirichlet pe [0, 1]. Atunci
∫

[0,1]

D
∣∣
[0,1]

(x)dm(x) = 1 ·m({Q ∩ [0, 1]}) + 0 ·m({[0, 1] \Q}) = 1 · 0 + 0 · 1 = 0.
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2. Propriet�a�tile integralei Lebesgue

Fie (X, A, µ) � spa�tiu cu m�asur�a �nit�a.
Teorema 3.2.1. (linearitatea integralei) Fie f, g � func�tii simple m�asurabile,

{α, β} ⊂ R. Atunci ∫

X

(αf + βg)dµ = α

∫

X

fdµ + β

∫

X

gdµ.

Demonstra�tie. Fie

f(x) =
n∑

j=1

cj · IAj
(x), Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j,

n⊔
j=1

Aj = X,

g(x) =
k∑

i=1

bi · IBi
(x), Bi ∩Bk = ∅, i 6= k,

k⊔
i=1

Bi = X.

Cum func�tia αf + βg prime�ste valoarea αcj + βbk pe mul�timea Cji = Aj ∩Bi, avem

αf(x) + βg(x) =
n∑

j=1

k∑
i=1

(αcj + βbi) · ICji
(x),

unde
⊔
j,k

Cjk = X, �si mul�timile Cjk sunt disjuncte. Conform de�ni�tiei integralei �si aditivit�a�tii

m�asurii, se ob�tine
∫

X

(αf+βg)dµ =
n∑

j=1

k∑
i=1

(αcj+βbk)µ(Aj∩Bi) =
n∑

j=1

k∑
i=1

αcjµ(Aj∩Bi)+
n∑

j=1

k∑
i=1

βbiµ(Aj∩Bi) =

= α

n∑
j=1

cj

k∑
i=1

µ(Aj ∩Bi) + β

k∑
i=1

bi

n∑
j=1

µ(Aj ∩Bi) = α

n∑
j=1

cjµ(Aj) + β

k∑
i=1

biµ(Bi) =

= α

∫

X

fdµ + β

∫

X

gdµ.

Teorema 3.2.2. (nenegativitatea integralei) Fie f � func�tie simpl�a, m�asurabil�a �si
f ≥ 0 (mod µ). Atunci

∫

X

fdµ ≥ 0.

Demonstra�tie. f ≥ 0 (mod µ) ��nseamn�a c�a dac�a cj < 0 pentru un careva j, atunci
µ(Aj) = µ({x ∈ X | f = cj}) = 0, prin urmare,

∫

X

fdµ ≥ 0.
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Teorema 3.2.3. (monotonia integralei) Fie f, g � func�tii simple, m�asurabile �si
f ≥ g (mod µ). Atunci

∫

X

fdµ ≥
∫

X

gdµ.

Demonstra�tie. Se consider�a func�tia simpl�a m�asurabil�a h = f − g �si se aplic�a teorema
3.2.2.

Teorema 3.2.4. Fie f � func�tie simpl�a m�asurabil�a �si a ≤ f(x) ≤ b (mod µ). Atunci
aµ(X) ≤

∫

X

fdµ ≤ bµ(X).

Demonstra�tie. Rezult�a din teorema 3.2.3.
Teorema 3.2.5. (referitor integrala de la o func�tie echivalent�a cu zero) Daca f este

func�tie simpl�a m�asurabil�a �si f = 0 (mod µ), atunci
∫

X

fdµ = 0.

Demonstra�tie. Rezult�a nemijlocit din de�ni�tia 3.1.1. �In adev�ar, dac�a to�ti coe�cien�ti
cj sunt nuli, atunci f este identic nul�a, iar dac�a cj 6= 0 pentru un careva j, atunci
µ(Aj) = µ({x ∈ X | f = cj}) = 0 �si

∫

X

fdµ =
n∑

j=1

cjµ(Aj) = 0.

Teorema 3.2.6. Dac�a f, g � func�tii simple m�asurabile �si f = g (mod µ), atunci∫

X

fdµ =

∫

X

gdµ.

Demonstra�tie. Se consider�a func�tia simpl�a, m�asurabil�a h = f − g h = 0 (mod µ) �si
se aplic�a teorema 3.2.5.

Teorema 3.2.7. Dac�a f � func�tie simpl�a m�asurabil�a, atunci
∣∣∣∣
∫

X

fdµ

∣∣∣∣≤
∫

X

|f |dµ.

Demonstra�tie. Dac�a f � func�tie simpl�a m�asurabil�a, atunci |f | la fel simpl�a m�asurabil�a
�si ∀x ∈ X:

−|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|.

Conform propriet�a�tii de monotonie a integralei

−
∫

X

|f |dµ ≤
∫

X

fdµ ≤
∫

X

|f |dµ

sau, echivalent, ∣∣∣∣
∫

X

fdµ

∣∣∣∣≤
∫

X

|f |dµ.
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Fie f � o func�tie simpl�a m�asurabil�a �xat�a, ν : A → R o func�tie numeric�a de�nit�a prin

ν(A) =

∫

A

fdµ, A ∈ A. (64)

Teorema 3.2.8. Func�tia de mul�timi ν � m�asur�a cu semn.
Demonstra�tie. Este clar c�a ν(∅) = 0. Veri�c�am σ-aditivitatea func�tiei ν. Fie

A =
∞⊔

j=1

Aj, Aj ∈ A, Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j, f(x) =
n∑

j=1

cj · IBj
(x), Bi ∩ Bj = ∅,

i 6= j, X =
n⊔

j=1

Bj.

Utiliz�and de�ni�tia integralei �si σ-aditivitatea m�asurii µ, se ob�tine

ν(A) =

∫

A

fdµ =

∫

X

f · IAdµ =
n∑

j=1

cjµ(Bj ∩ A) =
n∑

j=1

cjµ

(
Bj ∩

⊔
i

Ai

)
=

=
n∑

j=1

cjµ

(⊔
i

(Bj ∩ Ai)

)
=

n∑
j=1

cj

∑
i

µ(Bj ∩ Ai) =
∑

i

n∑
j=1

cjµ(Bj ∩ Ai) =
∑

i

∫

Ai

fdµ =

=
∑

i

ν(Ai).

De�ni�tie 3.2.1. Vom spune ca func�tia de mul�timi λ : A → R se nume�ste absolut
continue ��n raport cu m�asura µ, dac�a pentru orice ε > 0 exist�a un num�ar pozitiv δ, astfel
��nc�at pentru orice E ∈ A cu µ(E) < δ se veri�c�a |λ(E)| < ε.

Teorema 3.2.9. (continuitatea absolut�a a integralei) M�asura cu semn ν de�nit�a ��n
(64) este o func�tie absolut continu�a ��n raport cu m�asura µ.

Demonstra�tie. Fie f � func�tie simpl�a m�asurabil�a �si c = sup
x∈X

|f(x)|. Dac�a c = 0,

teorema este clar�a. Fie c > 0. Pentru orice ε > 0 punem δ =
ε

c
. Atunci, pentru µ(E) < δ

avem

|ν(E)| =
∣∣∣∣
∫

E

fdµ

∣∣∣∣≤
∫

E

|f |dµ ≤ c · µ(E) < c · ε

c
= ε.

3. Integrala Lebesgue de la func�tii m�arginite

Fie (X, A, µ) un spa�tiu cu m�asur�a �nit�a, f : X → R o func�tie m�asurabil�a m�arginit�a
pe X. Atunci (a se vedea teorema ??????) exist�a un �sir de func�tii simple m�asurabile
(fn)n∈N uniform convergent la f pe X. Vom considera �sirul integralelor respective In =∫

X

fndµ �si vom ar�ata c�a �sirul (In) este fundamental. �In adev�ar, cum fn ⇒ f pe X, avem
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∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n > n0, ∀x ∈ X avem

|fm(x)− fn(x)| < ε

µ(X)
.

Atunci, pentru m,n > n0 avem
∣∣Im − In

∣∣ =

∣∣∣∣
∫

X

fmdµ−
∫

X

fndµ

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
∫

X

(fm − fn)dµ

∣∣∣∣≤
∫

X

∣∣fm − fn

∣∣dµ <
ε

µ(X)
· µ(X) = ε,

adic�a (In) � �sir fundamental �si deci exist�a lim
n→∞

In = I.
U�sor de veri�cat, c�a I nu depinde de alegerea �sirului (fn), ce converge uniform pe X la

f .
De�ni�tie 3.3.1. Fie f : X → R � func�tie m�asurabil�a m�arginit�a pe X, (fn)n∈N � un

�sir de func�tii simple m�asurabile ce converge uniform pe X la f . Integrala Lebesgue de la
func�tia f se de�ne�ste prin egalitatea

∫

X

f(x)dµ(x) =

∫

X

fdµ
def
= lim

n→∞
In. (65)

Fie f � func�tie m�asurabil�a m�arginit�a, A ∈ A. Atunci IA(x) � func�tie m�arginit�a
m�asurabil�a �si la fel este �si produsul f · IA.

De�ni�tie 3.3.2. Fie f � func�tie m�asurabil�a m�arginit�a, A � mul�time m�asurabil�a.
Atunci integrala Lebesgue de la func�tia f pe mul�timea A se de�ne�ste prin

∫

A

fdµ
def
=

∫

X

fIAdµ. (66)

Vom studia propriet�a�tile integralei Lebesgue de la func�tii m�asurabile m�arginite. Aceste
propriet�a�ti sunt absolut similare celor de la func�tii simple.

Teorema 3.3.1. (linearitatea integralei) Fie f, g � func�tii m�asurabile m�arginite,
{α, β} ⊂ R. Atunci ∫

X

(αf + βg)dµ = α

∫

X

fdµ + β

∫

X

gdµ.

Demonstra�tie. Fie (fn)n∈N, (gn)n∈N � �siruri de func�tii simple m�asurabile, fn ⇒ f,

gn ⇒ g pe X. Atunci αfn + βgn ⇒ αf + βg pe X. Conform de�ni�tiei 3.3.1 �si linearit�a�tii
integralei Lebesgue de la func�tii simple, se ob�tine:
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∫

X

(αf + βg)dµ = lim
n→∞

∫

X

(αfn + βgn)dµ = lim
n→∞


α

∫

X

fndµ + β

∫

X

gndµ


 =

= α lim
n→∞

∫

X

fndµ + β lim
n→∞

∫

X

gndµ = α

∫

X

fdµ + β

∫

X

gdµ.

Teorema 3.3.2. (nenegativitatea integralei) Fie f � func�tie m�asurabil�a m�arginit�a �si
f ≥ 0 (mod µ). Atunci

∫

X

fdµ ≥ 0.

Demonstra�tie. Fie (fn)n∈N un �sir de func�tii simple m�asurabile uniform convergent la
f . Cum func�tiile fn pot � alese astfel ��nc�at fn ≥ 0 (mod µ) (a se vedea teorema ??????),
avem

∫

X

fndµ ≥ 0. Trec�and ��n ultima inegalitate la limit�a cu n →∞ ob�tinem
∫

X

fdµ ≥ 0.

Teorema 3.3.3. (monotonia integralei) Fie f, g � func�tii m�asurabile m�arginite �si
f ≥ g (mod µ). Atunci

∫

X

fdµ ≥
∫

X

gdµ.

Teorema 3.3.4. Dac�a f � func�tie m�asurabil�a m�arginit�a �si a ≤ f(x) ≤ b pe mul�timea
m�asurabil�a A, atunci

αµ(A) ≤
∫

X

fdµ ≤ βµ(A).

Teorema 3.3.5. (integrala de la func�tia echivalent�a cu zero) Dac�a f � func�tia
m�arginit�a �si f = 0 (mod µ), atunci

∫

X

fdµ = 0.

Demonstra�tie. Rezult�a din teorema 3.3.4 cu a = b = 0.
Teorema 3.3.6. Dac�a f, g � func�tii m�asurabile m�arginite �si f = g (mod µ), atunci∫

X

fdµ =

∫

X

gdµ.

Teorema 3.3.7. Dac�a f � func�tie m�asurabil�a m�arginit�a, atunci
∣∣∣∣
∫

X

fdµ

∣∣∣∣≤
∫

X

|f |dµ.

Demonstra�tie. Fie (fn) � �sir de func�tii simple m�asurabile, fn ⇒ f pe X. Atunci
func�tiile |fn| la fel sunt simple, m�asurabile �si |fn| ⇒ |f |. Conform teoremei 3.2.7 paragra-
fului precedent ∣∣∣∣

∫

X

fndµ

∣∣∣∣≤
∫

X

|fn|dµ,

�si r�am�ane de trecut ��n ultima inegalitate la limit�a cu n →∞.
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Fie f � func�tie m�asurabil�a m�arginit�a �xat�a �si

ν(A) =

∫

X

fdµ, ∀A ∈ A. (67)

Teorema 3.3.8. Func�tia de mul�timi ν de�nit�a de (67) este m�asur�a cu semn.
Demonstra�tie. Din de�ni�tie 3.3.1 �si 3.3.2 rezult�a ν(∅) = 0. Veri�c�am σ-aditivitatea

func�tiei ν, adic�a dac�a A =
⊔
j

Aj, Ai

⋂
Aj = ∅, i 6= j, atunci ν(A) =

∞∑
j=1

ν(Aj).

Vom stabili ini�tial aditivitatea func�tiei ν, pentru ∀m ∈ N :

∫

mF
j=1

Aj

fdµ =
m∑

j=1

∫

Aj

fdµ. (68)

Fie (fn) un �sir de func�tii simple, fn ⇒ f . Atunci conform teoremei 3.2.8
∫

mF
j=1

Aj

fn dµ =
m∑

j=1

∫

Aj

fn dµ. (69)

Trec�and ��n (69) la limit�a cu n →∞, se ob�tine (68).
Cum pentru orice m ∈ N

A =
∞⊔

j=1

Aj =
m⊔

j=1

Aj

⊔ ( ∞⊔
j=m+1

Aj

)
,

utiliz�and aditivitatea func�tiei ν, se ob�tine

ν(A) =
m∑

j=1

ν(Aj) + ν

( ∞⊔
j=m+1

)
. (70)

Vom estima ultimul termen din (70). Cum
∞∑

j=1

µ(Aj) = µ(A) < +∞, pentru ∀ε > 0

∃k ∈ N a.��. pentru m > k
∞∑

j=m+1

µ(Aj) <
ε

c
, unde c = sup

x∈X
|f(x)|. Pentru a�sa m avem:

∣∣∣∣ν
( ∞⊔

j=m+1

Aj

) ∣∣∣∣=
∣∣∣∣

∫

∞F
j=m+1

Aj

fdµ

∣∣∣∣≤
∫

∞F
j=m+1

Aj

|f |dµ ≤ c·µ
( ∞⊔

j=m+1

Aj

)
= c·

∞∑
j=m+1

µ(Aj) < c·ε
c

= ε,

de unde

lim
m→∞

ν

( ∞⊔
j=m+1

Aj

)
= 0.
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Trec�and la limit�a ��n (70) cu m → ∞, se ob�tine σ-aditivitatea func�tiei ν. A�sadar,
ν � m�asur�a cu semn.

Teorema 3.3.9. (continuitatea absolut�a a integralei) M�asura cu semn ν de�nit�a ��n
(67) este o func�tie absolut continu�a ��n raport cu m�asura µ.

Teorema 3.3.10. Dac�a f ∈ R([a, b]), atunci ea este integrabil�a �si ��n sens Lebesgue,
��n plus

(L)

b∫

a

f(x)dx = (R)

b∫

a

f(x)dx.

Demonstra�tie. A se vedea, de exemplu, [???].
Teorema 3.3.11. (Lebesgue) Func�tia f , m�arginit�a pe [a, b], este integrabil�a Riemann,

atunci �si numai atunci c�and mul�timea punctelor ei de discontinuitate are m�asura Lebesgue
egal�a cu zero.

Demonstra�tie. A se vedea, de exemplu, [???].

4. Integrala Lebesgue de la func�tii nem�arginite nenegative

Fie (X, A, µ) spa�tiu cu m�asur�a �nit�a, f � func�tia m�asurabil�a pe X, a.p.t. �nit�a �si
nenegativ�a pe X. Pentru ∀N ∈ N de�nim func�tia fN prin

fN(x) =





f(x), dac�a f(x) < N,

N, dac�a f(x) ≥ N.

Este clar, c�a fN ∈M(X) �si lim
N→∞

µ({f ≥ N}) = 0.
Cum pentru orice N ∈ N fN � func�tie m�asurabil�a m�arginit�a, fN este integrabil�a

Lebesgue. �In plus, deoarece

∀x ∈ X : f1(x) ≤ f2(x) ≤ f3(x) ≤ ...

conform teoremei 3.3.3 ∫

X

f1dµ ≤
∫

X

f2dµ ≤
∫

X

f3dµ ≤ ...

exist�a limita (�nit�a sau in�nit�a)

lim
N→∞

∫

X

fNdµ. (71)
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De�ni�tie 3.4.1. Vom spune c�a func�tia f este integrabil�a ��n sens Lebesgue (sumabil�a),
dac�a limita (71) este �nit�a. �In a�sa caz integrala Lebesgue de la func�tia f se de�ne�ste prin
egalitatea ∫

X

f(x)dµ(x) =

∫

X

fdµ
def
= lim

N→∞

∫

X

fN dµ.

Dac�a limita (71) este in�nit�a, punem
∫
X

fdµ = +∞.

Teorema 3.4.1. Fie {f, g} ⊂ M(X), 0 ≤ f(x) ≤ g(x) (mod µ) pe X �si g � func�tie
sumabil�a. Atunci f � sumabil�a �si

∫

X

fdµ ≤
∫

X

gdµ.

Demonstra�tie. Din condi�tiile teoremei rezult�a fN(x) ≤ gN(x) (mod µ) pentru
∀N ∈ N. Atunci ∫

X

fN dµ ≤
∫

X

gN dµ ≤
∫

X

gdµ < +∞,

de unde rezult�a ca lim
N→∞

∫

X

fN dµ este �nit�a �si trec�and la limit�a cu N → ∞, ob�tinem

inegalitatea din enun�tul teoremei.
Fie f � func�tie sumabil�a pe X, A ⊂ X mul�time m�asurabil�a �si IA(x) � func�tia caracter-

istic�a a lui A. Atunci f · IA ∈M(X) �si cum

0 ≤ f(x) · IA ≤ f(x),

conform teoremei 3.4.1 f · IA � func�tie sumabil�a.
De�ni�tie 3.4.2. Dac�a A ⊂ X mul�time m�asurabil�a �si f · IA este o func�tie sumabil�a pe

X, integrala Lebesgue de la func�tia f pe mul�timea A se de�ne�ste prin
∫

A

f(x)dµ(x) =

∫

A

fdµ =

∫

X

f · IAdµ.

Teorema 3.4.2. (linearitatea integralei) Fie f, g � func�tii sumabile nenegative,
{α, β} ⊂ R+. Atunci αf + βg este sumabil�a �si

∫
X

(αf + βg)dµ = α
∫
X

fdµ + β
∫
X

gdµ.

Demonstra�tie. A se vedea, de exemplu, [1]. Fie f � func�tie nenegativ�a, sumabil�a pe
X �si �xat�a, A ∈ A �si ν(A) =

∫
A

fdµ.
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Teorema 3.4.3. (continuitatea absolut�a a integralei) Func�tia de mul�timi ν este absolut
continu�a ��n raport cu m�asura µ.

Demonstra�tie. Din de�ni�tia 3.4.1 rezult�a ca pentru ∀ε > 0 ∃N ∈ N astfel ��nc�at

0 ≤
∫

X

(f − fN)dµ =

∫

X

fdµ−
∫

X

fNdµ <
ε

2
.

Punem δ =
ε

2N
. Atunci pentru ∀A ∈ A cu µ(A) < δ avem

0 ≤ ν(A) =

∫

X

fdµ =

∫

X

(f − fN + fN)dµ =

∫

X

(f − fN)dµ +

∫

X

fNdµ ≤ ε

2
+ N

ε

2N
= ε.

Teorema 3.4.4. Func�tia de mul�timi ν este m�asur�a.
Demonstra�tie. A se vedea, de exemplu, [1].

5. Integrala func�tiilor nem�arginite

Fie (X, A, µ) � un spa�tiu cu m�asur�a �nit�a, f � func�tia numeric�a m�asurabil�a, a.p.t. �nit�a,
de�nit�a pe X,

f+(x) = max{f(x), 0} =
|f(x)|+ f(x)

2
,

f−(x) = −min{f(x), 0} =
|f(x)| − f(x)

2
.

Este clar, c�a f+(x), f−(x) sunt func�tii m�asurabile nenegative, a.p.t. �nite �si

f(x) = f+(x)− f−(x), |f(x)| = f+(x) + f−(x) (72)

De�ni�tie 3.5.1. Func�tia f se nume�ste integrabil�a ��n sens Lebesgue (sumabil�a), dac�a
ambele func�tii f+(x) �si f−(x) sunt integrabile Lebesgue. �In a�sa caz integrala Lebesgue se
de�ne�ste prin ∫

X

fdµ =

∫

X

f+dµ−
∫

X

f−dµ.

Teorema 3.5.1. Func�tia m�asurabil�a f este sumabil�a, dac�a �si numai dac�a |f | este
sumabil�a. �In a�sa caz ∣∣∣∣

∫

X

fdµ

∣∣∣∣≤
∫

X

|f |dµ.
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Demonstra�tie. Necesitatea. Fie f � func�tie sumabil�a. Rezult�a func�tiile nenegative f+

�si f− sunt func�tii sumabile. Atunci, conform linearit�a�tii integralei Lebesgue de la func�tii
nenegative, func�tia |f | = f+ + f− este sumabil�a �si

∫

X

|f |dµ =

∫

X

f+dµ +

∫

X

f−dµ.

Su�cien�ta. Fie |f | � func�tie sumabil�a. Cum f+(x) ≤ |f(x)|, f−(x) ≤ |f(x)|, conform
teoremei 3.4.1, func�tiile f+ �si f− sunt sumabile, prin urmare �si f este sumabil�a. �In plus,

∣∣∣∣
∫

X

fdµ

∣∣∣∣≤
∣∣∣∣
∫

X

f+dµ−
∫

X

f−dµ

∣∣∣∣≤
∫

X

f+dµ +

∫

X

f−dµ =

∫

X

|f |dµ.

De�ni�tie 3.5.2. Fie A ⊂ X mul�time m�asurabil�a, func�tia f ·IA sumabil�a pe X. Atunci
func�tia f · IA se nume�ste sumabil�a pe A �si

∫

A

fdµ
def
=

∫

X

f · IAdµ.

�Si ��n cazul integralei Lebesgue de la func�tii nem�arginite r�am�an valabile teoremele des-
pre linearitatea integralei Lebesgue, continuitatea absolut�a a integralei �si σ-aditivitatea
integralei.

6. Trecerea la limit�a sub semnul integralei Lebesgue

Fie (X, A, µ) un spa�tiu cu m�asur�a �nit�a.
Teorema 3.6.1. (Lebesgue) Fie:

1) �sirul (fn) de func�tii sumabile convergente ��n m�asur�a la func�tia f ;
2) exist�a a�sa o func�tie sumabil�a nenegativ�a g, astfel ��nc�at ∀n ∈ N : |fn(x)| ≤ g(x).
Atunci f este sumabil�a �si

lim
n→∞

∫

X

fndµ =

∫

X

fdµ.

Demonstra�tie. Cum fn
µ→ f , conform teoremei Riesz exist�a un sub�sir

(fnk
) : fnk

→ f (mod µ). Din condi�tia 2) |fnk
(x)| ≤ g(x). Trec�and la limit�a cu k →∞, se

ob�tine |f(x)| ≤ g(x) (mod µ) �si prin urmare, f este sumabil�a.
Pentru ∀δ > 0 consider�am mul�timile

En(δ) = {|fn − f | ≥ δ}, Fn(δ) = {|fn − f | < δ}.
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Atunci

σn =

∣∣∣∣
∫

X

fndµ−
∫

X

fdµ

∣∣∣∣≤
∫

X

|fn − f |dµ =

∫

En(δ)

|fn − f |dµ +

∫

Fn(δ)

|fn − f |dµ (73)

Cum

|fn(x)− f(x)| ≤ |fn(x)|+ |f(x)| ≤ 2g(x) (mod µ)

din (73) se ob�tine

σn ≤ 2

∫

En(δ)

gdµ + δµ(X). (74)

Pentru ε > 0 punem δ =
ε

2µ(X)
. Cum integrala Lebesgue este absolut continue ��n

raport cu m�asura µ, vom g�asi a�sa un τ > 0 astfel ��nc�at din µ(E) < τ s�a avem
∫

E

gdµ <
ε

4
.

Cum fn
µ→ f , rezult�a c�a ∃n0 ∈ N astfel ��nc�at pentru n ≥ n0

µ(En(δ)) = µ({|fn − f | ≥ δ}) < τ.

Atunci pentru n ≥ n0 din (74) rezult�a

σn < 2 · ε

4
+

ε

2
= ε,

adic�a, σn → 0, n →∞.
Teorema 3.6.2. (lema Fatou) Fie (fn) un �sir de func�tii m�asurabile nenegative, ce

converge ��n m�asur�a la func�tia f . Atunci
∫

X

fdµ ≤ lim
n→∞

∫

X

fndµ.

Demonstra�tie. A se vedea, de exemplu, [2].
Teorema 3.6.3. (Bepppo Levi) Fie (fn) un �sir cresc�ator de func�tii m�asurabile nene-

gative �si f(x) = lim
n→∞

fn(x). Atunci

lim
n→∞

∫

X

fndµ =

∫

X

fdµ. (75)
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Demonstra�tie. Cum (fn) � �sir cresc�ator, rezult�a




∫

X

fndµ




n∈N

� �sir cresc�ator, prin

urmare, exist�a limita (�nit�a sau in�nit�a) a acestui �sir numeric. Conform lemei Fatou
∫

X

fdµ = lim
n→∞

∫

X

fndµ = lim
n→∞

∫

X

fndµ. (76)

�In plus, cum fn(x) ≤ f(x) avem
∫

X

fndµ ≤
∫

X

fdµ,

de unde trec�and la limit�a cu n →∞, se ob�tine

lim
n→∞

∫

X

fndµ ≤
∫

X

fdµ. (77)

Din (76) �si (77) rezult�a (75).

7. Integrala Lebesgue-Stieltjes

Fie g : [a, b] → R o func�tie cresc�atoare, continue la st�anga. Atunci g de�ne�ste pe
σ-algebra mul�timilor boreliene ale segmentului [a, b] o m�asur�a �nit�a � µg � m�asura Lebesgue-
Stieltjes. Integrala Lebesgue generat�a de aceast�a m�asur�a se nume�ste integrala Lebesgue-
Stieltjes �si se noteaz�a

b∫

a

f(x)dµg(x) =

b∫

a

fdµg =

b∫

a

f(x)dg(x).

�In particular, dac�a g este func�tia salturilor, µg � m�asur�a discrit�a �si integrala Lebesgue-
Stieltjes se reduce la suma

b∫

a

f(x)dg(x) =
∑

f(ck)4g (ck),

unde ck � punctele de discontinuitate ale func�tiei g, 4g(ck) � saltul func�tiei g ��n ck. Dac�a
func�tia g ∈ BV ([a, b]), continu�a la st�anga, atunci g(x) = ϕ(x) − ψ(x), unde ϕ, ψ � func�tii
cresc�atoare, continue la st�anga �si integrala Lebesgue-Stieltjes de la func�tia f se de�ne�ste
prin egalitatea

b∫

a

f(x)dg(x)
def
=

b∫

a

f(x)dϕ(x)−
b∫

a

f(x)dψ(x).
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Teorema 3.7.1. Fie f ∈ C([a, b]). Atunci exist�a integrala Riemann-Stieltjes de la

func�tia g, (R− S)

b∫

a

f(x)dg(x) �si are loc egalitatea

(R− S)

b∫

a

f(x)dg(x) = (L − S)

b∫

a

f(x)dg(x).

Demonstra�tie. A se vedea, de exemplu, [1].
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